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1. Aufgabe

a) Skizze des Druckverlaufs iiber die gesamte Oberfliche des Eiswiirfels:
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W ] * p(2) o

p(z = 2w) = pa + pgzw

Kriterien an die Skizze:

* Konstanter Umgebungsdruck p, in der Luftphase

* Da das Wasser inkompressibel ist, linearer Anstieg des Drucks in z-Richtung an der Seite des
Wiirfels ohne Sprung, also stetig von p, bis p(z = zw) in der Wasserphase mit der Tiefe zw

e Der Druck auf der Unterseite des Wiirfels ist konstant

Da der Auftrieb in der Luftphase zu vernachlissigen ist, trigt nur der Teil des Volumens des Eis-
wiirfels, welcher unter der Wasseroberfldche ist, zur Auftriebskraft bei. Der Teil des Volumens des
Eiswiirfels, der zum Auftrieb nach Auftriebssatz von Archimedes beitrégt, ist nachfolgend schraffiert
gekennzeichnet.
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b) Statische globale Impulsbilanz (Kriftegleichgewicht) in z-Richtung fiir den Eiswiirfel:
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Krifte:
0
Auftriebskraft: Fr=FY + E{ | Auftrieb F¥ in der Luft zu vernachlissigen
= pwzwl2 g | nach Auftriebssatz von Archimedes

Gewichtskraft: Fo = prl’yg



Somit ergibt sich:

0 = pel’y — pwawl’g mit g, pw 7 0
Pw

c) Globale Massenbilanz um die gesamte Wassermasse, fliissig oder eisformig, im Glas ergibt fiir die
Initialzeitpunkt ¢y und Zeitpunkt ¢;, wenn der Eiswiirfel komplett geschmolzen ist:

t1
am _y |/ dt
dt to

= M1 — Mg = 0
= M1 = My
= pwVw,1 = pwVwo + peVE

Mit den initialen Volumina fiir das fliissige Wasser Viy o = Ahy — 2wl? und das eisformige Wasser
Vg = 13 folgt:

= pwAhy = pw(Ahg — 2wl?) + pel® | mit pyy, A # 0
N hl _ W(Aho — Zle) -+ pEl3
pwA
2 ;3
;»hl—ho—zw SRR | mit 2y = 122
PW A Pw
[ LE
= hy = hg —7\Z %TJ/
= hy = hy

d) Begriindung: Insofern der Auftrieb in der Luft nicht zu vernachléssigen ist, so verdringt der Eiswiir-
fel, um zu schwimmen, weniger fliissiges Wasser als fiir den Fall, wenn der Auftrieb in der Luft zu
vernachldssigen ist, also zyw |. Laut Aufgabenstellung bleibt aber der Behilter nach wie vor mit der
Fiillhohe hy gefiillt. Der Teil des Volumens des Eiswiirfels, welcher den Auftrieb in der Luft erfihrt,
wird beim Schmelzen zu einem Anstieg des Fluidspiegels sorgen, da dieser Teil initial kein fliissiges
Wasser verdridngt hat.

Alternativ kann folgende zuvor hergeleitete Formel verwendet werden:

W(Ah(] — Zwl2) + pEl3
pwA
= hy | fiir 2w T und pw, pE, [ = const

hy="

Folgerung:

hrlmt Luftauftrieb > hliem Luftauftrieb — hO

e) Ausfiihrliche Begriindung: Fluidstatische lokale Impulsbilanz mit translatorischer Beschleunigung
a als Scheinkraft

Vo= f
= Vp=p(g—a) | modifizierte Gravitation g’ = g — a

= Vp = pg’ = const | dag,a = const



hy

Kurzgefasst: Die Fluidoberfliche muss senkrecht zu der Vektorsumme der Gravitation und der gleich-
miBigen Beschleunigung also der modifizierten Gravitation g’ = g — a sein.

Der Neigungswinkel der Fluidoberfliche gegeniiber der Vertikalen unter gemeinsamen Einfluss der
Gravitationsbeschleunigung g mit Betrag g # 0 und der Beschleunigung a mit Betrag a > 0 senk-
recht zur Gravitationsbeschleunigung ergibt sich damit zu:

a
tan(a) = —
g

a
= o = arctan (—)
g

f) Fiir die Zeitpunkte ¢ > ¢, ist der Behilter gleichméBig beschleunigt und die Wasseroberflache stellt
die Isobare fiir den Umgebungsdruck p, dar. Der Gradient des statischen Drucks ist nach der lokalen
Impulsbilanz senkrecht zur Oberfliche, so dass Flichen im Wasser parallel zur um den Winkel «
geneigten Wasseroberflidche weitere Isobaren darstellen mit p; > p,. Nachfolgend sind exemplarisch
zwel dieser Isobaren mit p, < p; < p, skizziert. Mit steigenden statischen Druckwert p; liegt die
Isobaren tiefer unterhalb der Wasseroberfliche.

hi

Kriterien an die Skizze:

» Wasseroberfldche ist die Isobare fiir p,
* Alle Isobaren sind parallel zur Wasseroberfliche
* Die Isobare zu p, liegt iiber der von p; und die von p; iiber ps

* Richtung des Druckgradientens p



2. Aufgabe

a) Skizze der Stromlinie:
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Verldufe der Druckanteile: Im Rohr von Punkt 1 bis Punkt 4. Von Punkt 0 bis 1 ist laut Aufgabenstel-

lung nicht gefordert aber der Vollstiandigkeit halber gegeben.

p

A

Quadratische Zunahme
des statischen Drucks
auf Grund der Rotation

Pa

Ptot

Pgeo(z = 0) =0 -

KTriterien an die Skizze:

* Notwendig: Achsenbeschriftung und Bezugspunkte eindeutig gekennzeichnet
* Umgebungsdruck p, an der Oberfliche (nicht explizit gefordert)

* Umgebungsdruck p, am scharfkantigen Auslass

* Druckanteile eindeutig gekennzeichnet

— Dynamischer Anteil im Rohr konstant
— Geodaitischer Anteil nimmt von 1 nach 3 zu und bleibt danach konstant
— Quadratische Zunahme des statischen Drucks auf Grund der Rotation von 2 ~ 3 nach 4

Hinweis: Der genaue Verlauf der einlaufenden Stromlinie ist nicht bekannt, so dass eine plausibel
glatte Kurve zwischen Punkt 0 und 1 qualitativ ausreicht.



b) Der geringste Druck wird im Rohrbogen auftreten, da dort sowohl der im Rohr gleichbleibende kine-
tische Anteil als auch der vollstindige geoditische Anteil vorliegen, ohne dass bereits Energie durch
die Rotation zugefiihrt wurde. Im Grenzfall entspricht der Druck bei 3 genau dem Dampfdruck pp,
also p3 = pp, bei maximaler Winkelgeschwindigkeit w = wyax. Auf Grund der zu vernachléssigen-
den Kriimmung des Rohrbogens gegeniiber der AbmalBle H und R gilt dort o = r3 = 0 und die
Punkte 2 und 3 fallen zusammen. Insofern bei 3, wo der geringste statische Druck p.,;, herrscht, der
Dampfdruck nicht unterschritten wird, dann entstehen im ganzen Rohr keine Blasen.

Die stationire, verlustfreie Bernoulli-Gleichung von Punkt 3 bis zum scharfkantigen Auslass bei voll-
standig geoffneter Klappe bei Punkt 4 unter Beriicksichtigung der Scheinkréfte auf Grund der Rotation
liefert:

pPo P P o P
SU3 — Swirs = pa+ pgza + U3 — Swirs

p3+092'3+2 5 5 5

Alternativ mit Hinweis aus der Aufgabenstellung: Quadratischer Term in der Bernoulli-Gleichung
als Energiezufuhr auf Grund der Rotation:

dp 9 /4
— = owWr dr
or P ’ 3
P P
= Apror = AP;A = 2“27”3 - §W§T§

Annahmen laut Aufgabenstellung und abgeleitete Informationen einarbeiten:

* Dampfdruck pp wird bei 3 mit Winkelgeschwindigkeit w3 = w; = wpay erreicht:
P3s =DPp

* Scharfkantiger Auslass bei 4: py = p,

¢ Konvention: Hohennullniveau bei 0, so dass z3 = z4 = H

* Ausgebildete Stromung im Rohr: Konti mit A = const
V3 =Ug =0

 Vernachldssigbare Kriimmung des Rohrbogens: 7o = r3 = 0, aber ry = R

Somit folgt:
PD +99H+}< 3 R = D +99H+}< 2 Wimax”
= PD = Da — 2wmaxr4 ‘mlt R,,O> 0
= 41 2( ) | mit >0
Wmax = T 51/ —\Pa — mit Wax
R\ » Pa — PD
= =120~ )
Wmax = 54/ ~Pa —
R\ » Pa —PD

¢) Instationdrer, verlustfreier Bernoulli von Punkt 0, der Wasseroberfliche im Becken, durch das Rohr
bis zum scharfkantigen Auslass bei 4 bei vollstindig gedffneter Klappe unter Beriicksichtigung der
Scheinkrifte auf Grund der Rotation liefert:

U P oo v
Po + pgzo + Py~ Q@aTs = D4 + pgzs + Py~ —w47’4 +po | = ds

Annahmen laut Aufgabenstellung und abgeleitete Informationen:



* Offenes groBes ruhendes Becken: py = p,, vg = 0, wy =0
* Scharfkantiger Auslass bei 4: py = p,., 14 = R
* Konvention: Hohennullniveau bei 0, so dass zg = Ound z4, = H

* Ausgebildete Stromung im Rohr vy = v

Mit w drehendes Rohr: wy = w

* Keine Stromungsverluste: Ap, , = 0

Somit folgt:

2 19
%—%+P9H+p%—gw232+P/ a—vds Vi <t
0

2R2 ng—p—+p/ —ds Vg <t

Die instationdre Bernoulli-Gleichung gilt fiir alle betrachteten Zeitpunkte der Aufgabenstellung. Zum
Zeitpunkt ¢, 6ffnet sich die Klappe und die Geschwindigkeit im Rohr ist v(to) = 0.

Hiermit folgt fiir die instationdre Bernoulli-Gleichung zum Zeitpunkt ¢,:

0
P 252 (U(t /431}
PR~ pgH = 7@ il
:>2wR 09 5 +p i at(to ds

Damit durch die Rotation des Rohrs Wasser beim Offnen der Klappe gefordert wird, muss das Fluid
insgesamt entlang der Stromlinie lokal beschleunigt werden, also 22 Si(to) >0 Vsp < 5 < 54, 50 dass
fiir den instationidren Term folgende Bedingung erfiillt sein muss:

4 ov

“(ty)ds >
P, 875(0) 520

Somit gilt folgender Zusammenhang fiir die Winkelgeschwindigkeit zum Fordern des Fluids zum
Zeitpunkt ty:

= gw2R2 —pgH >0
Die minimale Winkelgeschwindigkeit wy,;, zum Fordern des Fluids zum Zeitpunkt ¢, stellt sich bei

Gleichheit der obigen Gleichung ein.

:>pw R*— pgH =0 }mitR,p>0

2 min
1
= Wmin — iﬁ 2gH } mit Wi, > 0

1
= Wnin = 5 29H

d) Instationdrer, verlustfreier Bernoulli von Punkt O bis Punkt 4 wie in der Teilaufgabe zuvor mit py = p,:

2
pd' p/+ng—|—p%—'02R2 /—ds Vi <t

2
:O-ng—i—pE—szQ /—ds Vtg <t



Der instationdre Term kann wie folgt aufgeteilt werden:

/—ds— /_di+ /—ds

~0, im Becken im Rohr

Das Rohr ist sehr lang und die lokale Beschleunigung im Becken ist kleiner als diejenige im Rohr, so
dass das erste Integral gegeniiber dem zweiten Integral vernachldssigt wird.

Lo o) S
p s ~ P % ds | ausgebildet im Rohr v(t) = const,
o Ot , Ot
- v

d 4
= p/ —ds = / —ds = p—v ds ‘ Kriimmung Vernachl’cissigt/ ds~H+ R
1 1

a 3 s ds = po t( + R)
Somit ergibt sich folgende gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung:
2 d
:>O:ng+p%—gw2R2+pd—:(H+R) Vto <tmitp #0
oo gH+ Sl s Wy g Vio <t
IRy oY dt 0=
Die stationdre Austrittsgeschwindigkeit v, = hm v erhélt man mit der Bedmgung =0zu:
vioo1 o,
:>O:gH+?°°—§wR fiir t — oo
vi o1,
2 = —W'R* — gH
2~ 2Y Y
= Vs = TV W?R? — 2gH mit v, > 0

= Vs = VW2R? — 2gH

Damit lasst sich die DGL wie folgt umschreiben:
v v do
=0=——-—= H+R Vg <t
5 5 + 1 t( + R) 0=

Hierzu gehoren noch die folgenden Anfangsbedingung und Forderung lauf Aufgabenstellung:
Anfangsbedingung: v(to) =0

Forderung: v(to + At) = U;

Nach Trennung der Variablen und anschlieBender Integration ergibt sich mit H, R, v,, = const und
dem Integral-Hinweis fiir || = |7] < a = vu:

1 /vtoJrAt v(to+At)=" do
= —— dt = / —_— Integral-Hinweis
2(H + R) Jy, v(t0)=0 vi, — v
N At 1 R + ==
= n
2(H+ R) 2vy Voo — 5
H+R
= At = i In(3) Uso einsetzen
H+R
= Al = il In(3)



3. Aufgabe

a) Fiir den Impulssatz wird folgendes gestrichelt gekennzeichnetes Kontrollvolumen um das Fluid im
Bereich der Querschnittserweiterung verwendet.

Alternatives Kontrollvolumen: Da angenommen wird, dass keine Wandhaftung/duBere Reibung vor-
handen ist, ist das folgende Kontrollvolumen alternativ méglich.

Das Kontrollvolumen und die Stromungsgréen sind nachfolgend noch einmal gesondert gestrichelt

skizziert.
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Da die Stromlinien beim Einlass in Punkt 1 und beim Auslass parallel zueinander verlaufen und im
Totwassergebiets (rot) ober- und unterhalb des scharfkantigen Einlasses bei Punkt 1 ruht (v = 0),
fillt der radiale Druckgradient am Einlass und beim Auslass fiir das vorliegende Fluid zu Null weg,
also gilt %‘172 = 0 bzw. p; = const, und p, = const,..



Globale Impulsbilanz fiir das Fluid im Kontrollvolumen: Bedenke, dass Volumenkrifte wie Gravita-
tion und @uBere Reibung zu vernachlissigen sind.

o [ R . _ .
— [ pvdV + pU ('vrel . dA) = fdv + —pdA + T-dA
ot Jy oV v ov av
N v N v N v
=0, da stationér =0, da keine Volumenkrifte =0, da keine dufiere Reibung

= p@(@ml-dﬁ):f —pdA
ov ov

In z-Richtung und fiir ein ruhendes Kontrollvolumen, also vy, = 0 und somit ¥, = U — Vg, = U,
ergibt sich:

= ¢ p(v-€)@w-n)dd=¢ —p(e,-n)dA
ov ov

Da die Geschwindigkeits- und Druckfelder bei den Punkten 1 und 2 homogen, also konstant tiber die
Querschnittsfliche A; und A, sind (Blockprofile), erhélt man:

= \—pv%% + PUSAg = p1ds — paAy

~
Konvektion Druckkrifte

Stationire globale Massenbilanz (Kontinuitédtsgleichung) fiir das gewihlte Kontrollvolumen ) liefert:

UlAl = ”UQAQ | mit U1, AQ >0
V2 Ay
U1 B Ay

Eingesetzt in die Impulsbilanz in z-Richtung und umgeformt nach der gesuchten Differenz der stati-
schen Driicke p; — p» ergibt:

= _pUQAQ(Ul — Ug) = (pl _pQ)AQ |1'Illt AQ >0
= Pp1—pP2= —P?Jz(?fl - Uz) |mit vy >0
=P — Py = —pvf% (1 — @> | mit Konti
U1 U1
A A
2411 1
= —py=—p? L1 L
pl p2 pleQ ( AQ)

Mit diesem Ergebnis kann nun entschieden werden, wie der statische Druck sich durch die Quer-
schnittserweiterung stromab verdndert. Laut Aufgabenstellung gilt 0 < A; < A, und ohnehin p, v; >
0:

p1—po = — pv? A (1 Al) <0
1— P2 = — - -
\,-1/ AQ AQ
>0 v\‘/—/
>0 >0

= p1 < P2

Somit wird der statische Druck vom Einlass bis zum Auslass erhoht. Anders interpretiert entsteht
durch den Stof3 von schnellen Teilchen auf langsamere ein Druckanstieg.

Hinweis: Die statische Druckdifferenz ist nur Teil aber nicht der gesamte Druckverlust.

p1— D2 # App,



b) Auch bei einer unstetigen Querschnittserweiterung existiert eine Stromlinie zwischen den Ebenen
senkrecht zur x-Achse je in den Punkten 1 und 2. Entlang der Stromlinie auf der Mittellinie wird nun
folgende stationédre % = 0, arbeitsfreie Ap™ = 0 Bernoulli-Gleichung ohne Scheinkriifte @ = 0, @ =
0 und ohne Gravitation g = 0 aufgestellt:

0
0 2
v? v2 0
1—2: p1+MQP§1+A%:p2+MﬂQP§2+AP1_,2+P/ b{ds
1

= Ap1 o =p1 —p2+§ (U% _Ug)
Nach Einsetzen des Zwischenergebnisses fiir die statischen Druckdifferenz, also p; —py = —pvs (v1 — v2),
aus der Impulsbilanz in z-Richtung ergibt sich:
= Apiy = —pua (U1 — v2) + g (v —v3) | Einsetzen von p; — po
= Ap; o = —pvav; + pv3 + gvf — gvg | Zusammenfassen
= Ap; o = gvf — pU1v2 + gvg
= Apy, = g (v} — 20100 + v3) | 2. Binom
= ApiQ = g (v — 02)2 | mit vy # 0
= Ap; o = gvf (1 — Z—?)z !mit Konti
2
= Apj, gvf (1 — j—;)

>0 fiir0< A; < Ayund p,v? >0

Der so bestimmte Druckverlustterm ist positiv und somit handelt es sich tatsichlich um einen Druck-
verlust auf Grund der unstetigen Querschnittserweiterung. Dieser Druckverlust Ap; , wird auch Borda-
Carnotscher StoBverlust genant. Den Verlustbeiwert ¢ erhélt man iiber einen Koeffizientenvergleich
mit dessen Definitionsgleichung.

_ AN ,
Apl,Q = 5“1 (1 - A_;) g A291,2 = Cg“% ‘mlt p,v1 >0

:§_<1—A—2>

>0 ﬁirO<A1<A2

Interpretation: Dieser Druckverlust entsteht durch die Verwirbelung und Vermischung des Fluids mit
dem bereits im groBBeren Querschnitt befindlichen Fluid, auch innere Reibung genannt. Bei der Herlei-
tung ist die duBere Reibung, also Reibungsverluste auf Grund der Reibung zwischen Fluid und Wand
vernachlissigt worden (Blockprofil-Annahme).

c) Skizze der Stromlinien und der Ablose- und Rezirkulationsgebiete
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Die Druckverluste finden vor allem im flichig markierten Bereich der Ablosung und Rezirkulation
auf Grund der Verwirbelungen und der inneren Reibung im Fluid statt.

Kriterien an die Skizze:

 Stromlinien sind parallel bei Querschnitt 1 und 2.
* Stromlinien bilden eine Stromrdhre, die sich von Querschnitt 1 bis 2 aufweitet.

* Die Ablosung und Rezirkulation findet vor allem in den scharfkantigen Ecken des unstetigen
Querschnittssprung statt. Richtung der Rezirkulation sollte mit den Stromlinien zusammenpas-
sen.

d) Die Verluste konnen verringert werden, indem die Geometrie so verdandert wird, dass die Stromung der
Geometrie glatter folgen kann (gut gerundeter Diffusor), um Ablosungs- und Rezirkulationsgebiete
zu verringern oder zu verhindern. Statt eines unstetigen Sprungs kann im einfachen Fall ein linearer
Verlauf (Rampe) von Querschnitt 1 bis 2 verwendet werden.

Kriterien an die Skizze:

* Gleicher Einlass- und Auslassquerschnitt A; und A, mit parallelen Stromlinien

« Glatterer Ubergang (linear oder gekriimmt) zwischen den beiden Querschnitten 1 und 2, so dass
die Rezirkulationsgebiete kleiner ausfallen.



4. Aufgabe

a) Laut Aufgabenstellung ist der Volumenstrom stromaufwirts durch die beiden Hindernisse unverén-
dert, also V' = Bzyvy = Bzv; = const, so dass nur die erste Option fiir das zweite Hindernis in
Frage kommt, so dass z; > hg gilt. Der Verlauf des Fluidspiegels sieht somit fiir ¢ > ¢, wie folgt aus:

- 3 \ /
< AH>0

Zgr

z1 z3| / _ Gn—2v)®
0 | izN—zv;aéAH—H siehe c)
Z\/‘
77 7

o o 6 o ® ©®

—_

Kriterien an die Skizze des Spiegelverlaufs:

e Die Stromung staut sich bei Punkt 1 an mit z; > hy.

* Bei Punkt 2 nimmt die Spiegelhohe ab und nach dem Hindernis erreicht sie das gleiche Level
wie zuvor, da die Stromung verlustfrei ist, also z; = 23

* Nach dem zweiten Hindernis bei Punkt 5 ist die Stromung iiberkritisch, so dass danach der
horizontale Wassersprung stehen kann mit 2y < z;.

* Nach dem Sprung gilt 25 = hg, da die Strobmung nach dem Sprung unverindert sein soll, also
Ve = Vo

Hinweis: Die Zustandsidnderungen auler des Wechselsprungs finden entlang der Kurve H(z) statt.
Mittels gestrichelter Linien sind die Anderungsrichtungen gekennzeichnet, die sonst auf der Kurve
H (2) nicht eindeutig erkennbar wiren. Nur der Wechselsprung ist eine Anderung, die von links nach
rechts von z, nicht entlang der Kurve H (z) statt findet.

Das dazugehérige Energiehohendiagramm, H*™' = H(z) + y(x) = const,, von den Orten 1 bis 6
sieht fiir ¢ > t, wie folgt aus:

Zgr ZN 21,23

Kfriterien an das Energiehdhendiagramm:



Notwendig: Achsenbeschriftung, Hauptwinkelhalbierende, Energieh6henlinie
Ausgangszustand: Unterkritische Stromung Fr; < 1

Unterkritische Stromung mit Fry < 1, H; = Hy + 1

Unterkritische Stromung mit Frs < 1, H; = Hj

v

Kritischer Zustand wird bei y5 = hy = Yymax erreicht, bei Ubergang in schieBenden Zustand
FI'4 =1

5. Uberkritische Stromung (kleine Spiegelhhe, hohe Geschwindigkeit) Frs > 1 Bis hierhin gibt es
keinen Energieverlust, d.h. H; = Hy + yYmax = Hs
6. Energieverlust durch Wechselsprung: Ubergang iiberkritisch zu unterkritisch Frg < 1 und Hg <
H,
b) Gesuchte GroBie: Hy,

Da zwischen Zustand 4 und 5 keine Energiehohenverluste auftreten, kann die Bernoulli-Gleichung an
der Fluidoberfliche ohne unbekannten Energiehohenverlust angewendet werden, denn es gilt AH = 0
zwischen 4 und 5.

Bernoulli4 — 5 =V: Hy+ vy, = Hy +yv

Da die Stromung als stationér ist und dabei ein energieminimaler Zustand angestrebt wird, wird der
kritische Zustand bei 4 erreicht, da dort die maximale Sohlenhdhe y,, = y,, vorherrscht. Somit gilt
fiir die Sohlenhohen:

Yyv = 0 und Yp = h()

Die zeitliche Entwicklung hin zu dem energieminimalen Zustand kann mit der idealen offenen Ge-
rinnestromung in SM1 nicht untersucht werden, deswegen wird der Zustand ¢ > {, betrachtet. Die
minimale Energiehdhe H,,, ist die Energiehche bei der Grenztiefe 2, also Hyin = H(2g;) :

2

4 min r Ir

Aus der stationdren Kontinuitétsgleichung folgt:
1%
v
& 2gr B

Infolgedessen lisst sich H, wie folgt schreiben:
V2

= H, = Hmin =Zgt+ — 575
* % 2923 B?

1 :
Mit 2z, = (g‘%) * aus dem Hinweis der Aufgabenstellung und mit der Kontinuitdtsgleichung % =

voho, um die Unbekannten V und B zu eliminieren, folgt insgesamt dann:

= HV = Hmin+h0

V2 . V2’
:>HV:Zgr+2gZ§rBQ+hO ’mltzgr: <gB2>

. L . 1-2 .
|7 N N O 7 N .V
= Hy = (ﬁ) + 5 (@) + ho ’mlt B = voho



c) Mit Hilfe der Bernoulli-Gleichung iiber den Wechselsprung hinweg kann mit Hilfe des Hinweises
zum Energiehohenverlust A H die Energiehohe Hy nach dem Wechselsprung bestimmt werden:

Bernoulli5 =V — 6 = N: Hy +yy = Hn+y~n +AH
—_———  N—\
ZH{,Ot :Hlt\IOt

Mit yy = yx = 0 folgt somit:

=

3 2h2 oder 2h2
= Hx = Hy — AH mitHV:§<UO “) + ho °E 2y 4 2020
g 292y
3 [ 02h2 3
:>HN:§<UO 0) +ho—AH
g

=const

Tipp: Da die Energieverlusththe eine Funktion von zy, 2y ist, ist auch Hy eine Funktion von von
ZVy ZN-

(ox — 2v)?
4:ZVZN

AH = >0

d) Bei gleicher totaler Energiehohe H* = H}°* muss sich die Stromung ebenfalls aufstauen. Dafiir
muss der Volumenstrom V' soweit sinken gegeniiber dem Fall ohne Hindernisse, biS ¢y = Ygr > Yor0
gilt und das zweite Hindernis stationér tiberstromt wird.

Vay < Vo

Mittels der Definition fiir die Energiehdhe H(z) = z + QQE—EZZ ergibt sich folgendes Energieh6hendia-

gramm fiir den verringerten Volumenstrom V:

H .
H(z) fir V
T\ Hy(2) fiir Vg, 7
N H(got — H{ot
, — Vd) > 1%
Yer,d) Iy ]
z0 = ho 0.d) Yw = Ygr,d)
7/ ’ ‘ /
//H =z
: > 2
z0 e
20,d) > ho v T

Kriterien an die Skizze:

* Notwendig: Achsenbeschriftung, Hauptwinkelhalbierende, Energiehthenlinien

« Energiehche H,(z) unterhalb von H (2) fiir Vyy >V
* Zusatz: Das Minimum der Energiehdhe Hg(2) ist links vom Minimum von H (2)

e Zusatz: Die rechte Grafik dient zur weiteren Illustration.



5. Aufgabe

a) Skizze des differentiellen Volumenelements zur Herleitung der Differentialgleichung mit Annahme
der Schubspannugen nach negativer Konvention:

Kriterien an die Skizze:

* Notwendig: Achsen mit Beschriftung
 Kartesisches differentielles Element mit Ausdehnung dz und dy in richtiger Orientierung

» Relevante Krifte: Schubspannungen und Gravitation

Hinweis: Hierbei kann das differentielle Element wahlweise in der ersten unteren Fluidschicht oder
in der oberen zweiten Fluidschicht gezeichnet werden, da auf Grund der gleichen Dichte p = p; = po
der Fluide, sich die gleiche Differentialgleichung fiir die Schubspannung 7; in beiden fluiden Phasen
ergibt, also i € {1,2}.

Stationdrer Impulssatz bzw. Impulsbilanz am kartesischen differentiellen Element in z-Richtung: Die
konvektiven Terme auf der linken Seite fallen auf Grund der ausgebildeten laminaren Stromung zu
Null weg. Weiterhin sind somit die Schubspannung 7(y) und die Geschwindigkeit in Hauptstromungs-
richtung u(y) alleinige Funktionen in der wandnormalen Koordinate y.

0 = pgsin(a) dzdydz
+ p(z)dydz — p(x + dz)dy dz
+ 7(y)dedz — 7;(y + dy) de dz

Die x-Komponente der Erdbeschleunigung ergibt sich dabei aus der Vektorzerlegung der Gravitati-
onsbeschleunigung.

= |g| sin (a) = gsin (a)

= |g| cos (o) = sin («)

gya

y
4 9
xr

ga:
U



Auf Grund der freien Oberfliche und der konstanten Dicken beider Fluidschichten in Haupstromungs-
richtung ist der Druckgradient in z-Richtung Null, plausibel mittels Bernoulli-Gleichung und diffe-
rentieller Impulsbilanz in y-Richtung, sodass sich die Druckterme in der Impulsbilanz in z-Richtung
am differentiellen Element gegenseitig autheben:

p(x)dydz — p(z +dz)dydz =0
Mit der Taylor-Reihenentwicklung am Entwicklungspunkt mit den Koordinaten (z, y, z), welcher als
Punkt in der obigen Skizze gekennzeichnet ist, gilt:

dTi
dy

iy +dy) = 1i(y) +dr = 73(y) + —dy

Somit ergibt sich fiir die Impulsbilanz am differentiellen Element:

= 0 = pgsin(a) dxdydz + 7;(y) dedz — |:7'1(y) + (;—Zdy} drdz

dr;
= 0 = pgsin(a)derdydz — d—;dxdydz

=0= {pg sin(a) — %] drdydz wobeidrdydz #0
Yy

dr; . -
= d_T = pgsin(a) furi € {1,2}
Y

b) Die beiden Randbedingungen in der Phasengrenze zwischen beiden Fluiden bei y = %, die zur ein-

deutigen Losung der Differentialgleichung erforderlich sind, lauten:

» Haftung der beiden Schichten (Phasenhaftung):

h h
Uy (y = 5) . Us (y = 5) (eine Dirichlet-Randbedingung)

 “Kriftegleichgewicht”/Impulsbilanz in der Phasengrenze (Phasengleichgewicht):

(o)

oder direkt inklusive der mechanischen Stoffmodelle fiir zwei Newtonsche Fluide

d h d h
Uy ! Uz (y = — ) (eine Neumann-Randbedingung)

=M \Y=5 | =M 5

dy 2 dy

¢) Erst nach Einsetzen des mechanischen Stoffmodells fiir die unterschiedlichen Fluide unterscheiden

sich die Differentialgleichungen zur Beschreibung der beiden Fluidschichten. In dieser Aufgabe sind
beide Fluide von Newtonscher Art, so dass das mechanische Stoffmodell nach negativer Konvention
wie folgt fiir die laminare ausgebildete Strémung lautet:

dU,i
Ty =~ dy

furi e {1,2}

Eingesetzt in die zuvor hergeleitete DGL fiir die Schubspannung 7; ergibt sich mit ; > 0 die DGL
fiir die Geschwindigkeit w;:
d?u, i
e sin(a) = const furi e {1,2}
dy? Us

Erste unbestimmte Integration liefert fiir beide fluide Phasen:

d i h
Fluid 1: duy oy _pgsin(@) fiir 0 <y <
dy m 2
d i h
Fluid 2: dup )y _pgsinte) fir = <y <h
dy 2 2



Zweite unbestimmte Integration liefert fiir beide fluide Phasen:

. 2 h
Fluid 1: n(y) = LI s fir0 <y <
m 2 2
. 2 h
Fluid 2: us(y) = _M% + A2y + By fiir 5 <y<h
Up)

Mit den Randbedingungen fiir die Wandhaftung bei y = 0 und der freien Oberflache bei y = h konnen
die ersten beiden Integrationskonstanten bestimmt werden:

Wandhaftung: ur(y = 0) = Uy =0
d 20 d
Freie Oberfliche: To(y = h) = _UQ%(y =h) Lo "2 %(y =h)=0
Y Y

Aus der Randbedingung fiir die Wandhaftung ergibt sich die Integrationskonstante 5B, zu:

. 02
9T | 04 By = By =0

u(y =0) = 2

Die Randbedingung der freien Oberfldche liefert As:

d . .
dug gy —posin(@), Ly Ly oog, = oS0l
dy 72 12
Damit lautet die bisherige Losung nach Einsetzen der bestimmten Integrationskonstanten B; und A,
fiir die Geschwindigkeitsfelder:

: 2
Fluid 1: wy(y) = LIS Yy
Uil 2
. pgsin(a)y*> | pgsin(a)
Fluid 2: uply) = =220 I by 4+ B,y
n 2 72

Mit den beiden Randbedingungen an der Phasengrenze, die in der Teilaufgabe zuvor abgefragt wur-
den, lassen sich die letzten beiden Integrationskonstanten bestimmen:

h h
Phasenhaftung: Uy (y = _) L Us ( = _)

2 2
d h d h
Phasengleichgewicht: mdiyl (y = 5) . mdi; (y = 5)

Aus der Randbedingung des Phasengleichgewichts bestimmt sich direkt A;:
du h sin(a) h
LCE P W () h
dy 2 m 2
v dug h pgsin(a) h pg sin(a) : h
=p— [y== g ik Sty =
", (y 2) Wt pysin(e)s
A =P sina)
m

Mit der Randbedingung der Phasenhaftung ergibt sich somit B; nach Einsetzen des Ergebnisses von
A1:

+mA;

=

. 2 . . )
" (y B h) __pgsin(a) 1 (ﬁ) N pgsm(a)hﬁ _ pg sin(a) 3h*

2 mo 2 \2 m 2 ™ 8
=A1
h ' 1 /h\? i h i h?
2w, (y:_> _ _rgsin(a) L (_> L pgsin(a) b pgsin(@) 307
2 772 2 2 T]Q 2 7]2 8



Alternativer Losungsweg: Ausgehend von der DGL aus a)

dr
d—T’ = pgsin(a) = const  fiiri € {1,2} } /dy
Yy

Erste unbestimmte Integration:

= 7, = pgsin(a)y + A;
Bereichsweise ausgeschrieben:
Fluid 1: T1(y) = pgsin(a)y + Ay fir0 <y < g
Fluid 2: To(y) = pgsin(a)y + Ay fiir g <y<h

Die Randbedingung des mechanischen Phasengleichgewichts fordert die Gleichheit der Schubspan-
nung an der Phasengrenze fiir beide Bereiche:

h h
7‘1(y=§>;7‘2(y:§) :>A1:A2:A

Die Randbedingung der freien Oberfliche liefert die Integrationskonstante A:
7i(y = h) =0 = A= —pgsin(a)h

Somit ergibt sich auf Grund dessen, dass die Fluide die gleiche Dichte haben, der bereichsunabhingige
Schubspannungsverlauf:

7(y) = 7i(y) = pgsin(a) (y — h)
Newton-Fluid in beiden Bereichen nach negativer Konvention:
dui
;= —n;— firi e {1,2
T n A iri € {1,2}
Damit ergibt sich die DGL fiir das Geschwindigkeitsfeld:

du; i
_, dui _ pgsin(e)
dy i

(h—vy) firie{1,2} |/dy

Zweite Integration in beiden Bereichen liefert u; (y) und uy(y):

. 2 h
Fluid 1: u(y) = 2950 (hy—y—) + B fir 0 <y < —
Ui 2 2
. 2 h
Fluid 2: us(y) = pgsin(a) (hy _ %) + B, fir S <y<h
T2

Mit der Randbedingung der Wandhaftung ergibt sich die Integrationskonstante 5, zu:
w(y=0)=0 = B =0

Die Randbedingung der Phasenhaftung liefert die Integrationskonstante B,:

R\ o h 3 . 1 1



Somit lautet die Gesamtlosung fiir das Stromungsgeschwindigkeitsfeld u(y):

) — ul(y)z%‘f“’) hy—% o 0<y<?
up(y) = 25O (hy — ) 4 Fesplal 2 (nil - n%) , 5<y<h
d) Kriterien an die Skizze
* Notwendig: Achsen mit Beschriftungen
* Die Geschwindigkeitsprofile in beiden Fluidphasen sind parabelformig
* Der Gradient an der freien Oberflidche ist senkrecht zur Oberfliche dd% b =0

* An der Phasengrenze sind die Geschwindigkeiten der beiden Phasen gleich, aber die Steigungen

stehen entsprechend der Beziehung 7; > 7, in folgender Beziehung zueinander: dd% L <
y=5

dug

dy y:%

* Die Geschwindigkeit an der festen Wand ist Null, also u| y—o = 0 und der Gradient groBer als

Null, also 4t

L __ pghsina >0
Y

T oom

y=0

Die Geschwindigkeitsgradienten an der Phasengrenze ergeben sich zu:

duy pgsin o pghsin o
Wl o Y LT e
Yly=t m y=" T
duy pgsin pghsin o
Al m Y LT e
Yly=t 2 y="L 712
Fir 7, > s folgt somit qualitativ:
du1 dU2
dy y:% dy y:%




6. Aufgabe

a) Die zentrale dimensionslose Kennzahl zur Charakterisierung von Stromungsformen ist die Reynolds-
Zahl Re, welche wie folgt definiert ist.

2
o prefurefLref o urefLref o Pref User

Uref
l/ re
Tref ref Tref Lo

Re

_, Trigheitskraft ” , Konvektiver Term”
~ Zshigkeitskraft ~ Reibungsterm

Hinweis: Es sind keine Zahlenwertbereiche zur Klassifizierung der Stromungsformen gefragt. Die
Zahlenwerte der kritischen Reynolds-Zahl hingt ohnehin vom konkret vorliegenden Problem ab.

b) Skizze zum turbulenten bzw. universellen Wandgesetz:

Py

Ubergangs-

Ziihe Unterschicht Logarithmische ‘

Schicht

schicht

AuBerer Bereich

Kriterien an die Skizze:

* Achsenbeschriftung, Bezeichnung der Bereiche
* Linearer Verlauf im wandnahen Bereich fiir die zéhe Unterschicht
* Logarithmischer Verlauf in in der logarithmischen Schicht
+ Ubergangsschicht dazwischen
e Zahlenwerte sind nicht notig
Zusatz: Wenn man das turbulente Wandgesetz wie folgt umschreibt, ergeben sich die zuvor skizzier-

ten Kurven. Auf Grund der halblogarithmischen Darstellung erscheint der lineare Bereich als eine
gekriimmte exponentielle Kurve.

yt = ey’ fiir 0 < y™ < ;" linearer Bereich
ut(yt) =< - fir y;” < y™ <y Ubergangsbereich
sinyt + C*  firy <y' < R logarithmischer Bereich

Beispielhafte experimentelle Datenpunkte zum Ermitteln der Konstanten & und C'* sind im Diagramm
mit Punkten gekennzeichnet.



c) Folgende beiden Skizzen sind zulédssige Losungen:

Skizze am Skript angelehnt:

Wandnah

Ub
creang Wandbereich

“Wandfern” oder wandferner

/ } T] + Tt = const

> 7(y)
Skizze an der Vorlesung angelehnt:
7(y)
A
T1+ Tt = const
Tl Tt
> Y
Wandnah Ubergang Wandferner

Kriterien an die Skizze:

* Notwendig: Achsenbeschriftung
Summe aus laminarer und turbulenter Schubspannung ist im Wandbereich nahezu konstant, 7 =

71+ 7T¢ = const
Im wandnahen Bereich iiberwiegt der laminare Anteil 7
Im Ubergangsbereich sind der laminare und turbulente Anteil in dhnlicher GréBenordnung

Im ”wandfernen” Bereich iiberwiegt der turbulente Anteil 7

d) Stromlinien-Differentialgleichung in kartesischen Koordinaten mit dzg, u(zgs, ys|t) # 0:

udys = vdrg
dys _ v(ws, yslt) sarionir v(2s, ¥s)

= =
deg  u(zs,ys|t) u(xs, ys)

Einsetzen des gegebenen Stromungsfeldes u(zs, ys|t) = @ = const und v(xs, ys|t) = 0 cos (kxs)

liefert:
d 0 k 0
= ¥ _ UCOSA( zs) = gcos (kzxs)
U

dzg U



Separation der Variablen und unbestimmte Integration fiihrt mit 4, 0, k = const zu:

#/dys:/%cos(lms) dzg + C

= yg = g/cos (kzg) des + C
U
vl .
= Ys =7 sin (kzg) + C
Anfangsbedingung:
!
ys(ZL‘S:ZE0:0|t:t0>O):y0:O
= Avk sin (k‘/f,{j’o) +C=yy=0
U
=0
=C=0
Somit:

v
= ys(zslt) = ys(zs) = oy sin (kxg)

Die Stromlinie ys(xs) durch (xg, yo) beschreibt eine Sinus-Kurve in kartesischen Koordinaten, wie in
der nachfolgenden Skizze gezeigt:

Stromlinie Sinus-Kurve

ys(zs) N\ Y- ‘

AT . \ -

Kfriterien an die Skizze: A

* Notwendig: Achsen mit Beschriftungen

* Stromlinie als Sinus-Kurve mit Amplitude A = ﬁ und Wellenldnge \ = 27“ passend zur Losung
skizziert

* Geschwindigkeitsvektorfeld tangential zur Stromlinie skizziert

e) Zur Herleitung der "Barometrischen Hohenformel” in der Fluidstatik bzw. aus der Fluidstatischen
Grundgleichung werden folgende zentrale Annahmen getroffen.

* Als thermisches Stoffmodell fiir die Gasatmosphire wird das ideale Gas gewdhlt:
p = pRT
* Die Atmosphére wird als isotherm angenommen:
T = const > 0

* Als Randbedingung zur Losung der sich ergebenden gewohnlichen Differentialgleichung wird
in der gegebenen Formel der Umgebungsdruck p, auf der Hohe =z = 0 verwendet:

p(z =0) = pa
* Die Gravitationsbeschleunigung ist hohenunabhingig konstant:

g = const > 0



